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МАТРИЦЫ СОПРОТИВЛЕНИЙ МИКРОПОЛОСКОВЫХ ДВУМЕРНЫХ 
МНОГОПОЛЮСНИКОВ РАЗЛИЧНОЙ ФОРМЫ 
В настоящее время микрополослсовые узлы СВЧ в основном рассчитываются на 
основе теории длинных линий [1-3]. Теорией длинных линий можно пользоваться только в 
том случае, когда толщина подложки и ширина токоведущего проводника значительно 
меньше длины волны. Следовательно, с увеличением частоты колебаний, когда ширина 
проводника становится соизмеримой с длиной волны, точность расчетных соотношений, 
полученных на основе теории длинных линий, снижается. Поэтому на достаточно больших 
частотах, когда но конструктивным соображениям невозможно выполнить условия 
применимости теории длинных линий, существующие соотношения линий передач часто 
приводят не только к большим расчётным погрешностям, но и к принципиально неверным 
результатам. Например, при расчете микроиолосковых резонансных систем, теория линий 
передач не позволяет описат ь дополнительные резонансы, вызванные высшими типами волн. 
В результате рассчитанная резонансная система обладает на самом деле совершенно другими 
свойствами. 
Повысить точность расчетов микроиолосковых конструкций можно при рассмотрении 
их как двумерных цепей [4,5]. В этом случае, при условии, что ширина выводов значительно 
меньше длины волны, элементы матрицы сопротивлений двумерного многополюсника, 
определяются функцией Грина [4] 
'1и ); (1) 
1,1 = 1,2,..., т. 
где .X1 - распределённое сопротивление; С]( ) - функция Грина, удовлетворяющая 
уравнению 
Ли 1 + к2и1 = 5{х - х0 - у о); (2) 
к - волновое число; / - номер строки матрицы; /- номер столбца матрицы; 8( х) - дельта-
функция Дирака; 5 - двумерная переменная х, у; х0, у0 - координаты включения источника в 
виде функции Дирака; О']- скалярная функция, связанная с продольной составляющей 
электрического поля Ег в пленарной структуре [4]. Функция V/ выражается через 
напряжение и двумерной структуры и -- ГУ/2Г/. 
Таким образом, зная функцию Грина С]( Б.Бд ) = С]( х.у.хд.Уо ) пленарной области, 
по формуле (1) можно найти матрицу сопротивлений многополюсника. В настоящее время 
наиболее подробно изучены элементы матрицы сопротивлений микрополосковой 
прямоугольной цепи [5]. Что качается цепей другой формы, то аналитические выражения для 
определения элементов их матриц сопротивлений, на основе которых можно 
непосредственно рассчитать цепь, на сегодняшний день отсутствуют. 
Целью данной статьи является систематизация микроиолосковых двумерных цепей, 
отличных от прямоугольных, для которых известны (или их можно получить) функции 
Грина С]($,$0 х,у,х0,уо). Изложение материала базируется на известных 
математических результатах, приведенных в основном в [6, 7]. 
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1. Микрополосковая цепь в виде прямоугольного треугольника (рис.1) 
У 
2 
Рис.1. Прямоугольный треугольник 
При наличии магнитной стенки функция Грина описывается выражением (61: 
С]( Б, 50 ) = С/( х, у, х0,у0) = 
Т,(х0.У0 )7)( х ,у ) 
8 І I 
(3) 
п=-оо N За2 к2 - 1б43л2( т2 + тп + п2 ) 
2л(т - п)у ] 
7)( х,у )--(-1) сох 
Ґ 2 лсхх 
лГЗа 
со/, 












2л(с — т)у~1 
За У 
(4) 
с — — (т + п). 
Подставив (3) в (1), найдём элементы матрицы сопротивлений многополюсника на 
основе треугольной цепи рис. 1. 
2, Ми кропол ос ко в а я цепь в виде равностороннего треугольника (рис.2) 
В данном случае 
Сч( 5,50 ) = С}( х, у, х0, у0 ) = 
" Т](х0,у0 )7)( х , у )+Т2( х0,у0 )Т2(х ,у ) ОО оо 4 Г X 
т=~ооп=-°о 9л[3а2к2 - 16л[3л2(т2 +тп + п2 ) 
где 7)(х, у)определяется выражением (4), а функция 
2л{т - п )>' 1 
(5; 































Рис.2, Равносторонний треугольник 
З.Микрополосковая цепь в виде прямоугольного равнобедренною треугольника (рис,3) 
Рис.3. Равнобедренный прямоугольный треугольник 
"В данном случае функция Грина [6] 
- ,4 * С ( х V х V ) - 1 У V ЫпНъ-УоМ*>У) О] ( Ь, Б о ) - Ь1 (х,у, х0 ,уо ) — — 2, ~ГТ тГ? ? Т' 
2 т=0п=0 - [т + п У 
где 
Т/ 1 тЛХ ПЛУ . { / V Т( X, у ) - со$ соя -Г /] \т+п т/ос плу соя СО 5-
а а а а 
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4, Микронолосковая цепь в виде круговой области (рис.4) 
* Р 
Рис.4. Круговая область 
Для данной области [6,7] 
П п т п ,п 1 о. V V ктпРі) V п( КтР )сох\п{<р ~ <Ро )1 іі]( р, <р. Р0,<Р0 ) - у.,—^ + 2, 2-, 
к жа П=0т=1 
Я 
( 2 \ 
а2 
(9) 
J п ( к тп а > 
vmn J 
Величины О) имеют теже значения, что и в выражении (7), Зп - функции БесЙеля п-го 
порядка, числа ктп определяются из решения уравнения 
Э 
др 
Jn(k„mp) = 0 (10) 
при р = а. Индекс т в коэффициенте ктп соответствует т-му корню уравнения. Для 
функции Бесселя нулевого порядка первый корень выбирается ненулевым. 
Для планарной цепи, замкнутой вдоль границы р = а, функцию Грина можно 
представить в двух видах [6,7]: 
А. 
У Ат J т (кр) cos т (р, р< Ро> 
GI(pt<p,p0,<p0)={ 
т=0 
т = 0 (И) 
где 
X Вт [Jm(кр )Nm(ка)- Nm(кр )Jm(ка )]cos тер, р > р0, 
[т=0 
__ Jrn(ка)Nm(кр0)~ Jт( кр0 )Nm( ка) 
/ ь » . — — 
В„, = -
2amJ т (ка) 
Jm(kpo) 0 ={2 (>«=0) 
I (т>0) ГП т .- І і ' ^П1 2amJm(ka) 
Nm - функции Неймана т -го порядка. 
Б. 
1 J „(кр )cosn(pKt G}( р,(р,р0,щ ) = ~~Nq(кра )- £ " Т7ъ~\ іN0(kPa )cosn(pd(p, 
4
 п~0 ZTCJ п ( ка >ап о 
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5. Мнкрополосковая цепь в виде сектора круга (рис.5) 
2А оо сю 
Рис.5. Сектор круга 
Лг, ( ктп, Р0 )*п, ( кгпп, Р)соя{пі(р0)соя{пі(р) 
( 2 Ї 
л [к2-к2тпУп<ктп») 
0}(р,(р,р0,(ро > = + 2 А І І 
к Яа п-0т-1 
где п, =пА, а величина ктп определяется из уравнения 
8 
др ' 
при р ~а. Угол сектора а - яг/А < л . Величина ап определяется как и ранее (8). 
6. Микрополосковая цепь в виде круглого кольца (рис.6) 
Сч( р,(р,р0,<р0) 
л 
+ 1 I 
п=0 т—1 
к2\2-а2\ 







тп / і 
1'тп( Р^п(ктпа ,)/„ (к тп р)-] п(ктпа)Ы п( ктпР )• 





Рис. 6. Планарная кольцевая цепь 
При этом числа ктп являються решением уравнения 
1 п( ктпа ) _ п( ктп^ ) 
Нп(ктпа) Nп(ктпЬ) 
В приведенных формулах , Л',г - первые производные по р соответствующих функций. 
(18) 
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7, Микрополосковая цепь в виде сектора кольца (рис.7) 
а Ь 
Рис. 7. Сектор кольца 
2А 






0ПГтп ( Ро №тп ( Р)С08( П;(р0 )сОЗ( ПЦр) 
її ..2 Щ Г 2 (Ь)-тп. ' 
,2 Щ Р (а) (к2-к2 ) \ тп І 
(19) 
где щ=пА,А>1\ /•„,„ определяется формулой (17).Числа ктп являються решением 
уравнения (18). Величина определяется как и ранее (8). Угол сектора а-я/А, А > 1. 
8. Микрополосковая цепь в виде неограниченной области (рис,8) 
В данном случае | 8] 
С/(х,у,х0,у0) = ^Н(02)(кК), Я = +(у-у0)2, (20) 
(2 I где Н() - функция Ханкеля второго рода. 
У 
Рис.8. Неограниченная область 
9, Микрополосковая цепь в виде полубесконечной прямоугольной области (рис,9) 
У 
> X 
Рис. 9. Полубесконечная прямоугольная область 
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В данном случае воспользуемся представлением функции Грина через систему 
ортонормированных собственных функций уравнения (2) при нулевой правой части 
ли,-Ли,=0, Л=-к2. (21) 
Предположим, что к двумерной цепи подключён источник тока с плотностью тока 
Jcm Тогда процессы в цепи будут описываться уравнением 
AU ] -- Ли і - J ст, Л = -к2. (22) 
При этом решение уравнения (22) можно представить в виде [9] 
U, - \ Н ( Л )Ц'( л',/1 )аЛ, H ( A ) = — l — j y s * ( s , A ) J c m ( s )ds, (23) 
Da a ~ a V 
где Ол - спектр уравнения (22), V - область планарной цени, у/( S, А)- ортонормированные 
собственные функции уравнения (22), символ * означает комплексное сопряжение. 
При J с т = S( S ,S0 ) = ё{х-~ x q ) S { j ~ у д ) решением уравнения (22) является функция 
Грина. При этом, как следует из (23), 
G,(S,S0) = \Н ( Л )if>( S, Л )dA, Н(Л) = —l—¥*(S0,A). (24) 
О, 
Таким образом, окончательно имеем 
Gj(S,S0 ) = f 5, Л )y/(S0 ,А )dA. (25) 
Ja-Я 
Из анализа (25) следует, что в случае дискретного спектра 
, у Vn( S )Yn( So ) _ у ¥п( S Ш Sp ) 
G]( S,Sq 2_, — ——77 ' { Ь) 
г де п - номер собственного значения и номер соответствующей собственной функции. 
Предположим, что границы полубесконечной области х-0, у-0,Ь (рис.9) замкнуты, 
то есть, вдоль границ помещена электрическая стенка. Тогда собственные функции [7]: 
2 Ах/гу 
у/п {' S ) - sin фс sin —— ,п = 1,2.3,..., 0 <£< °о. (27) 
^лЬ Ь 
Из выражения (27) видно, что вдоль оси у спектр является дискретным, а вдоль 
оси х непрерывным: 0 < £ < °° . Поэтому интеграл по спектру Ол в формуле (25) преобразуется 
^ 2 
в суммирование и интегрирование. Учитывая, что Л - -к и Л = ~кп находим, что для 
непрерывного спектра Л - - ^ 2 . Следовательно, dA = 2£d% и выражение для функции Грина 
(23) принимает вид 
. е . П7Ґ . t . П7Г оо j. р оо sin gxsin — у sin дхд sin — уд G ^ S . S o t ^ j J ^ - Z Ь - г ^ * b- • <28> 
«*0* - f . w ,2 (пж 
Ь У 
Если вдоль границ расположить магнитную стенку, то собственные функции [7] 
= п = 0,1,2,3 0<$< оо, ( 2 9 ) 
£() = 1, еп ~2(п> 1). 
В данном случае функция Грина 
Я7 
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G^S.Sq^—I-
Є ОО 
f. ПЛ f. ПЛ Єп COS <рс COS у COS дхд COS Уд 
b b 
ПЛ ) 
—У і ь ) 
(30) 
10. Микрополосковая цепь в виде четверть плоскости (рис.10) 
В данном случае спектр является чисто непрерывным и при наличии электрической 
стенки вдоль границ собственные функции равны [7] 







- > X 
Рис.10. Четверть плоскости 
Подставив (31) в (25), получим 
г /<г с і - 8 1 Ш. 1 Vdn sin фс sin Tjy sin фсд sin Г/Уд. (32) 
JC* g k о ^ - Г 
Если вдоль границ x = 0,y-0 поместить магнитный экран, то в выражении (32) 
следует осуществить замену sin на cos . 





Рис. 11. Полуплоскост ь 
При расположении электрической стенки вдоль границы х = О собственные функции 
Щ s )~~-sin%x-e І7® ,0<£ <°°,-оо<Т/<оо, 
л 
Подставив (33) в (25), получим 
G,( S, Sg ) = J - ° ] - M - f У°~У) sin^sinфсд. 
л2 о к2 с2 '-2 ~2 •r-Lr-Tf 
(33) 
(34) 
х = 0 в формуле (34) следует sin При расположении магнитной стенки вдоль границы 
заменить на cos. 
Заключение. Таким образом, используя функции Грина планарных цепей различной 
формы, рис. 1-11, по формуле (1) можно определить элементы матрицы сопротивлений 
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